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ÏÅÐÅÄÌÎÂÀ
Ïðîïîíîâàíèé ïðîáíèé ï³äðó÷íèê â³äïîâ³äàº ïðîãðàì³ ç ìàòåìà-

òèêè äëÿ 10 � 11 ïðîô³ëüíèõ êëàñ³â ïðèðîäíè÷î-ìàòåìàòè÷íîãî íàïðÿ-
ìó, ðåêîìåíäîâàí³é Ì³í³ñòåðñòâîì íàóêè ³ îñâ³òè Óêðà¿íè (ëèñò Ì³-
í³ñòåðñòâà îñâ³òè ³ íàóêè Óêðà¿íè ¹ 1/11 � 2511 â³ä 20. 06. 2003 ð.).
Ï³äðó÷íèê çîð³ºíòîâàíèé íà ïðîô³ë³ ïðèðîäíè÷î-ìàòåìàòè÷íîãî íà-
ïðÿìó, ùî ïåðåäáà÷àþòü ãîòîâí³ñòü ó÷í³â äî øèðîêîãî ³ ñâ³äîìîãî
âèêîðèñòàííÿ çíàíü ç ìàòåìàòèêè ïðè âèâ÷åíí³ ïðîô³ëüíèõ ïðåäìå-
ò³â òà äî ïðîäîâæåííÿ íàâ÷àííÿ ³ ïðîôåñ³éíî¿ ä³ÿëüíîñò³. Öþ îð³ºí-
òàö³þ çàáåçïå÷óº çì³ñò êóðñó, õàðàêòåð âèêëàäó íàâ÷àëüíîãî ìàòåð³à-
ëó, äîá³ðêà ³ëþñòðàö³é ³ íàâåäåí³ ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ, ñèñòåìà
âïðàâ òà êîíòðîëüíèõ çàïèòàíü.

Öå âèäàííÿ º ïðîäîâæåííÿì ï³äðó÷íèêà «Àëãåáðà ³ ïî÷àòêè àíà-
ë³çó. 10 êëàñ» (Òåðíîï³ëü: Íàâ÷àëüíà êíèãà � Áîãäàí, 2003). Ó íüî-
ìó àâòîðè íàìàãàëèñÿ äîòðèìóâàòèñÿ òèõ ñàìèõ ïðèíöèïîâèõ ïîëî-
æåíü, ñôîðìóëüîâàíèõ ó çâåðíåíí³ äî ÷èòà÷à â ï³äðó÷íèêó äëÿ
10 êëàñó. Ó ï³äðó÷íèêó äëÿ 11 êëàñó ïðîäîâæåíî íóìåðàö³þ ðîçä³-
ë³â, âïðàâ ³ ðèñóíê³â, çáåðåæåíî éîãî ñòðóêòóðó, à âèêëàä òåîðåòè÷-
íîãî ìàòåð³àëó ñóïðîâîäæóºòüñÿ ðîçâ�ÿçàííÿì òèïîâèõ çàäà÷. Ïî÷à-
òîê ³ ê³íåöü îá´ðóíòóâàííÿ òåîðåì, à òàêîæ ðîçâ�ÿçàííÿ ïðèêëàä³â
òà çàäà÷ âêàçàíî çíà÷êàìè o ³ n.

Äî êîæíîãî ïóíêòó ïîäàíî êîíòðîëüí³ çàïèòàííÿ òà âïðàâè. Ï³ñ-
ëÿ êîæíîãî ïàðàãðàôà íàâåäåíî äîäàòêîâ³ âïðàâè, ÿê ïðàâèëî, òðüîõ
ð³âí³â ñêëàäíîñò³. Çàâäàííÿ áàçîâîãî ð³âíÿ âêàçàíî çíàêîì °. Íàé-
ñêëàäí³ø³ çàâäàííÿ ïîçíà÷åíî ç³ðî÷êîþ *.

Ï³äðó÷íèê ïåðåäáà÷àº ð³çí³ ð³âí³ îâîëîä³ííÿ ìàòåð³àëîì. Ìàòå-
ð³àë, ïðèçíà÷åíèé äëÿ ó÷í³â, ÿê³ âèÿâëÿþòü ï³äâèùåíèé ³íòåðåñ äî
ïðåäìåòà, ìàþòü íàì³ð ãëèáøå îâîëîä³òè íèì, ïîäàíî ïåòèòîì àáî
ïîçíà÷åíî ç³ðî÷êîþ *, ÿêùî öå ñòîñóºòüñÿ ïóíêòó â ö³ëîìó.

ßê ³ â ïîïåðåäíüîìó («Àëãåáðà ³ ïî÷àòêè àíàë³çó. 10 êëàñ»), ó öüîìó
ï³äðó÷íèêó òàêîæ çàïðîïîíîâàíî êîðîòê³ ³ñòîðè÷í³ â³äîìîñò³, ïîäàí³
ïåòèòîì.
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Ðîçä³ë V

ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÂÀ
ÒÀ ËÎÃÀÐÈÔÌ²×ÍÀ

ÔÓÍÊÖ²¯

Îñíîâíå ïðèçíà÷åííÿ ñó÷àñíî¿ ìàòåìàòèêè � ìîäåëþâàííÿ ÿâèù
ïðèðîäè, òåõí³êè, ñóñï³ëüñòâà, ïðè÷îìó ïîíÿòòÿ ôóíêö³¿ ñòîñóºòü-
ñÿ íàéâàæëèâ³øèõ çàñîá³â ìîäåëþâàííÿ. Ç îãëÿäó íà öå ïðèðîäíîþ
é àêòóàëüíîþ º ïðîáëåìà çáàãà÷åííÿ êëàñ³â ôóíêö³é. Ó öüîìó ðîçä³-
ë³ îçíàéîìèìîñÿ ç íîâèìè ôóíêö³ÿìè, ùî áóäóòü ââåäåí³ çà äîïîìî-
ãîþ îïåðàö³¿ ï³äíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ òà îáåðíåíî¿ äî íå¿. Âëàñòèâîñò³
³ ãðàô³êè òàêèõ ôóíêö³é âèâ÷àþòü çà äîïîìîãîþ ìåòîä³â, âèêîðèñ-
òîâóâàíèõ ó ïîïåðåäí³õ ðîçä³ëàõ.

Ó ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ ³ òåõí³ö³ òðàïëÿþòüñÿ ïðîöåñè, çðîñòàí-
íÿ àáî «çãàñàííÿ» ÿêèõ â³äáóâàºòüñÿ øâèäøå, í³æ ó áóäü-ÿêî¿ ñòåïå-
íåâî¿ ôóíêö³¿. Òàê³ ïðîöåñè îïèñóþòü ïîêàçíèêîâèìè ôóíêö³ÿìè.
Äëÿ ¿õ âèâ÷åííÿ íåîáõ³äíî âèêîðèñòàòè ùå îäíó (îêð³ì äîáóâàííÿ
êîðåíÿ) îïåðàö³þ, îáåðíåíó äî ï³äíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ. ¯¿ íàçèâàþòü
ëîãàðèôìóâàííÿì. Ôóíêö³¿, ÿê³ ââîäÿòü çà äîïîìîãîþ ö³º¿ îïåðàö³¿,
òàêîæ øèðîêî çàñòîñîâóþòü äëÿ îïèñó ðåàëüíèõ ïðîöåñ³â.
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§ 1. ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÂÀ ÔÓÍÊÖ²ß
Ó ïîïåðåäí³õ ðîçä³ëàõ âè âèâ÷àëè ñòåïåíåâ³ ôóíêö³¿ òà ¿õí³ îêðåì³

êëàñè. Â³äîìî, ùî øâèäê³ñòü çðîñòàííÿ ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿, òîáòî ¿¿
ïîõ³äíà, º ñòàëîþ, êâàäðàòè÷íî¿ ôóíêö³¿ � ë³í³éíîþ ôóíêö³ºþ, ³ âçà-
ãàë³ áóäü-ÿêà ñòåïåíåâà ôóíêö³ÿ çì³íþºòüñÿ øâèäøå, í³æ ¿¿ ïîõ³äíà.
Ó ïðèðîäîçíàâñòâ³ â³äêðèò³ çàêîíîì³ðíîñò³ (çàêîíè ðîçìíîæåííÿ
æèâèõ îðãàí³çì³â, çàêîíè ðàä³îàêòèâíîãî âèïðîì³íþâàííÿ, çàêîíè
ðóõó â ãàëüìóþ÷îìó ñåðåäîâèù³ òîùî), äëÿ âèâ÷åííÿ ÿêèõ ïîòð³áí³
ôóíêö³¿, øâèäêîñò³ çðîñòàííÿ êîòðèõ ïðîïîðö³éí³ äî ñàìèõ ôóíê-
ö³é. Òàêèìè ôóíêö³ÿìè º ïîêàçíèêîâ³. Ó öüîìó ïàðàãðàô³ ìè ââåäå-
ìî ïîêàçíèêîâ³ ôóíêö³¿, âèâ÷àòèìåìî ¿õí³ âëàñòèâîñò³ òà ãðàô³êè,
ðîçãëÿäàòèìåìî äåÿê³ çàñòîñóâàííÿ öèõ ôóíêö³é.

1.1. ÑÒÅÏÅÍ² Ç Ä²ÉÑÍÈÌÈ ÏÎÊÀÇÍÈÊÀÌÈ
Ó ðîçä³ë³ ² ìè ðîçãëÿäàëè ñòåïåí³ àð ç ðàö³îíàëüíèìè ïîêàçíèêà-

ìè. Íàãàäàºìî ¿õí³ îçíà÷åííÿ.

 ðàç³â
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Âëàñòèâîñò³ ñòåïåí³â ç ðàö³îíàëüíèìè ïîêàçíèêàìè
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p p pab a b= ⋅  ( ) ;

p p

p

a a
b b

=  0,a >  0.b >

Îäíàê ó ìàòåìàòèö³ òà ïðè ¿¿ çàñòîñóâàíí³ äîö³ëüíî âèêîðèñòîâó-
âàòè ñòåïåí³ ç äîâ³ëüíèìè ä³éñíèìè ïîêàçíèêàìè. Ïðî³ëþñòðóºìî öå
çàäà÷åþ, ÿêó â XV ñò. ðîçâ�ÿçóâàâ ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Í. Øóêå.

Ðåçåðâóàð ìàº îòâ³ð, ÷åðåç ÿêèé çà êîæíó îäèíèöþ ÷àñó âèò³êàº

1
10

 ÷àñòèíà ò³º¿ ê³ëüêîñò³ âîäè, ùî ì³ñòèëàñü íà ïî÷àòêó â³äë³êó

ö³º¿ îäèíèö³ ÷àñó. Çà ÿêèé ÷àñ ðåçåðâóàð ñïîðîæí³º íàïîëîâèíó?

Ïîêàçíèêîâà òà ëîãàðèôì³÷íà ôóíêö³¿
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Áóäåìî ì³ðêóâàòè òàê. ßêùî ïî÷àòêîâó ê³ëüê³ñòü âîäè âçÿòè çà

îäèíèöþ âèì³ðó, òî ÷åðåç îäíó îäèíèöþ ÷àñó çàëèøèòüñÿ 
9
10  ïî÷àò-

êîâî¿ ê³ëüêîñò³ âîäè, ÷åðåç äâ³ � ( )2
9 9 9 ,
10 10 10

⋅ =  ÷åðåç òðè �

( ) ( )2 3
9 9 9
10 10 10

⋅ =  ³ ò. ³í. ßêùî âîäà âèò³êàº íåïåðåðâíî ³ ð³âíîì³ðíî,

òî ÷åðåç t îäèíèöü ÷àñó â ðåçåðâóàð³ çàëèøèòüñÿ ( )9
10

t

 âîäè. Ïîòð³á-

íî çíàéòè òàêå çíà÷åííÿ t, ïðè ÿêîìó ( )9 1 .
10 2

t

=

Íåâàæêî äîâåñòè (ñïðîáóéòå öå çðîáèòè ñàìîñò³éíî), ùî í³ ïðè
ÿêîìó íàòóðàëüíîìó ³ íàâ³òü ðàö³îíàëüíîìó t äàíà ð³âí³ñòü âèêîíó-
âàòèñÿ íå ìîæå. Çà äîïîìîãîþ îá÷èñëåíü ìîæíà ä³éòè âèñíîâêó, ùî

( )6
9 1 ,
10 2

>  à ( )79 1 ,
10 2

<  òîáòî äåñü ïðîòÿãîì ñüîìî¿ îäèíèö³ ÷àñó

ï³ñëÿ ïî÷àòêó â³äë³êó ðåçåðâóàð ñïîðîæí³º íàïîëîâèíó. Ç íåïåðåðâ-
íîñò³ ïðîöåñó âèò³êàííÿ âîäè âèïëèâàº, ùî ³ñíóº òàêà ìèòü ÷àñó,
êîëè öÿ ð³âí³ñòü ñïðàâäæóºòüñÿ. Ö³ëêîì ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî

ê³ëüê³ñòü âîäè, ÿêà çàëèøàºòüñÿ â ðåçåðâóàð³, ìàº äîð³âíþâàòè ( )9
10

t

íå ò³ëüêè ïðè íàòóðàëüíèõ t. Òàêèì ÷èíîì, âèðàç ( )9
10

t

 � ìàòåìà-

òè÷íà ìîäåëü âèò³êàííÿ âîäè ç ðåçåðâóàðó. Äëÿ ðàö³îíàëüíèõ çíà-

÷åíü t çì³ñò öüîãî âèðàçó ìè âæå çíàºìî: ( ) ( )9 9 .
10 10

p
p

q
q=  Â³í ìóñèòü

ìàòè çì³ñò äëÿ âñ³õ ä³éñíèõ çíà÷åíü t. Íåïåðåðâí³ñòü âèò³êàííÿ âîäè

îçíà÷àº, ùî íåïåðåðâíî çì³íþºòüñÿ âåëè÷èíà ( )9 ,
10

t

 òîìó ¿¿ çíà÷åííÿ

§ 1. Ïîêàçíèêîâà ôóíêö³ÿ



8

äëÿ ³ððàö³îíàëüíîãî t ìîæå áóòè ÿê çàâãîäíî òî÷íî íàáëèæåíå çíà-
÷åííÿìè ñòåïåíÿ ç ðàö³îíàëüíèìè ïîêàçíèêàìè.

Ðîçãëÿíóòèé ïðèêëàä ï³äêàçóº ³äåþ ââåäåííÿ ñòåïåíÿ äîäàòíîãî
÷èñëà à ç ³ððàö³îíàëüíèì ïîêàçíèêîì α. Ñïðîáóºìî âèçíà÷èòè, ÿê

ñë³ä ðîçóì³òè, íàïðèêëàä, 210 .  Íåõàé {r
n
} � ïîñë³äîâí³ñòü äåñÿòêî-

âèõ íàáëèæåíü ÷èñëà 2  ç íåäîñòà÷åþ ( 1 1;r =  2 1,4;r =  3 1,41;r =

4 1,414;r =  ...), à {s
n
} � ïîñë³äîâí³ñòü äåñÿòêîâèõ íàáëèæåíü äëÿ

2  ç íàäëèøêîì ( 1 2;s =  2 1,5;s =  3 1,42;s =  4 1,415;s =  ...). Çðîçóì³-
ëî, ùî ïåðøà ïîñë³äîâí³ñòü çðîñòàþ÷à, à äðóãà � ñïàäíà, ïðè÷îìó

2n nr s< <  äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ ¥. Ð³çíèöÿ s
n
� r

n
 ìåíøà â³ä áóäü-

ÿêîãî äîäàòíîãî ÷èñëà ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó çíà÷åíí³ n.

Ïîñë³äîâí³ñòü { }10 nr  çðîñòàþ÷à, à ïîñë³äîâí³ñòü { }10 ns  ñïàäíà,

ïðè÷îìó 10 10n nr s<  äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ ¥.

Ñïðàâä³, îñê³ëüêè 1 0,n nr r+ > >  òî 1 ,n nr r+ = + α  äå α � äîäàòíå

ðàö³îíàëüíå ÷èñëî, ÿêå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ,k
l

α =  , .k l ∈¥

Òàêèì ÷èíîì, 110 10 10 10 10 ,n n n nr r r r+ +α α= = ⋅ >  áî 10 10 10 1.
k

kllα = = >
Òàê ñàìî äîâîäÿòü ³íø³ òâåðäæåííÿ.

Îá÷èñëèìî çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà ïåðø³ ÷ëåíè ïîñë³äîâíîñ-

òåé { }10 nr  ³ { }10 .ns  Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ïîäàíî â òàáëèö³.

nr 1 1,4 1,41 1,414 1,4142 1,41421

10 nr 10 25,1189 25,7040 25,9418 25,9537 25,9543

 10 10n ns r− 90 6,5039 0,5987 0,0598 0,0060 0,0006

10 ns 100 31,6228 26,3027 26,0016 25,9597 25,9549

ns 2 1,5 1,42 1,415 1,4142 1,41422

Àíàë³ç òàáëèö³ ï³äòâåðäæóº, ùî ïîñë³äîâí³ñòü { }10 nr  çðîñòàº, à ïî-

ñë³äîâí³ñòü { }10 ns  ñïàäàº. Ð³çíèöÿ 10 10n ns r−  çìåíøóºòüñÿ ïðè çá³ëü-

Ïîêàçíèêîâà òà ëîãàðèôì³÷íà ôóíêö³¿
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øåíí³ n, òîáòî ö³ ïîñë³äîâíîñò³ íàáëèæóþòüñÿ îäíà äî îäíî¿. Òàê,

âæå ïðè n = 6 ð³çíèöÿ ÷èñåë 10 nr  ³ 10 ns  ìåíøà â³ä 0,001. Ïðèðîäíî

ïðèïóñòèòè, ùî ³ñíóº ÷èñëî, ÿêå á³ëüøå â³ä óñ³õ 10 ns  ³ ìåíøå â³ä óñ³õ

10 ,nr  n ∈ ¥. Öå ÷èñëî ³ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç 210 .
Çâè÷àéíî, íàâåäåíå ì³ðêóâàííÿ íå º ñòðîãèì ìàòåìàòè÷íèì äîâå-

äåííÿì, áî ìè íå ìîæåìî âèïèñàòè ³ ïîð³âíÿòè äîâ³ëüí³ ÷ëåíè çãàäà-

íèõ ïîñë³äîâíîñòåé. Ïðî ³ñíóâàííÿ ÷èñëà 210  ìîæå ñâ³ä÷èòè é ô³çè÷íå

òëóìà÷åííÿ âèðàçó 10 .t  Íåâàæêî ï³ä³áðàòè çàäà÷ó, äå äåÿêà ô³çè÷íà

âåëè÷èíà çì³íþºòüñÿ íåïåðåðâíî çà çàêîíîì 10 .t  Íåïåðåðâí³ñòü çì³-

íè ö³º¿ âåëè÷èíè âêàçóº íà òå, ùî ³ âèðàç 10t  ìàº ô³çè÷íèé çì³ñò äëÿ
äîâ³ëüíîãî ä³éñíîãî ÷èñëà t.

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ïîä³áíèé ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçóº, ÿê ñë³ä

ðîçóì³òè âèðàç 2(0,3) .  ßê ³ ðàí³øå, áóäóºìî äâ³ ïîñë³äîâíîñò³ (0,3) nr

³ (0,3) ,ns  äå {r
n
} ³ {s

n
} � ïîñë³äîâíîñò³ äåñÿòêîâèõ íàáëèæåíü äëÿ

2  â³äïîâ³äíî ç íåäîñòà÷åþ ³ íàäëèøêîì, ïðè÷îìó äëÿ âñ³õ n

(0,3) (0,3)n ns r<  ³ ð³çíèöÿ (0,3) (0,3)n nr s−  ïðè çðîñòàíí³ n ïðÿìóº äî

íóëÿ.
Òîìó ³ñíóº ³ ïðè öüîìó ºäèíå ÷èñëî γ, ùî çàäîâîëüíÿº êîæíó

ç íåð³âíîñòåé (0,3) (0,3) .n nr s< γ <  Öå ÷èñëî γ ³ áåðåòüñÿ çà 2(0,3) .

Óçàãàëüíèìî ðîçãëÿíóò³ ïðèêëàäè. Íåõàé 1 2, ,..., ,...nα α α  � ïî-

ñë³äîâí³ñòü äåñÿòêîâèõ íàáëèæåíü ³ððàö³îíàëüíîãî ÷èñëà α ç íåäî-

ñòà÷åþ, à 1 2, , ..., ,...nβ β β  � ïîñë³äîâí³ñòü äåñÿòêîâèõ íàáëèæåíü

öüîãî ÷èñëà α ç íàäëèøêîì.

ßêùî a > 1, òî ñòåï³íü àααααα ÷èñëà à ç äîäàòíèì ³ððàö³îíàëü-
íèì ïîêàçíèêîì ααααα ñë³ä ðîçóì³òè ÿê ÷èñëî, ùî á³ëüøå â³ä

óñ³õ ÷èñåë 1 2, , ..., , ...n

a a a
α α α  ³ ìåíøå â³ä óñ³õ ÷èñåë  1 2, ,a a

β β

..., , ...,n

a
β  n ∈∈∈∈∈ ¥.

ßêùî 0 < à < 1, òî ñòåï³íü àααααα ÷èñëà à ç äîäàòíèì ³ððàö³î-
íàëüíèì ïîêàçíèêîì ααααα ñë³ä ðîçóì³òè ÿê ÷èñëî, ùî á³ëüøå

§ 1. Ïîêàçíèêîâà ôóíêö³ÿ
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â³ä óñ³õ ÷èñåë 1 2, , ..., , ...n

a a a
β β β  ³ ìåíøå â³ä óñ³õ ÷èñåë

1 2, , ..., , ...,n

a a a
α α α  n ∈∈∈∈∈ ¥.

1ααααα çà îçíà÷åííÿì äîð³âíþº 1.

ßêùî a > 0 ³ ααααα � äîäàòíå ³ððàö³îíàëüíå ÷èñëî, òî ââàæà-
òèìåìî, ùî

 
1

.a

a

−α
α=

Îñòàííº îçíà÷åííÿ º êîðåêòíèì, îñê³ëüêè äëÿ âñ³õ äîäàòíèõ à ³ α
âèðàç àα â³äì³ííèé â³ä íóëÿ, òîáòî àα > 0.

Âëàñòèâîñò³ ñòåïåíÿ ç ðàö³îíàëüíèì ïîêàçíèêîì, íàâåäåí³ âèùå,
ïîâí³ñòþ çáåð³ãàþòüñÿ ³ äëÿ ñòåïåíÿ ç ³ððàö³îíàëüíèì ïîêàçíèêîì.

Ïîêàæåìî íà ïðèêëàä³, ÿê òàêå ïåðåíåñåííÿ âèêîíóºòüñÿ. Íàâåäåìî ì³ð-
êóâàííÿ íà êîðèñòü òîãî, ùî äëÿ äîâ³ëüíèõ ³ððàö³îíàëüíèõ ÷èñåë α ³ β

.a a aα β α+β⋅ =
o Ïðèïóñòèìî, ùî à > 1. Âèïàäîê 0 < a < 1 äîñë³äæóºòüñÿ àíàëîã³÷íî.

Ðîçãëÿíåìî ïîñë³äîâí³ñòü äåñÿòêîâèõ íàáëèæåíü { }nr  ³ { }ns  ç íåäîñòà÷åþ

òà íàäëèøêîì äëÿ ÷èñëà α ³ ïîñë³äîâí³ñòü äåñÿòêîâèõ íàáëèæåíü { }nt  òà

{ }nu  ç íåäîñòà÷åþ ³ íàäëèøêîì äëÿ ÷èñëà β, òîáòî

,n nr s< α <  .n nt u< β <
Çã³äíî ç âëàñòèâîñòÿìè ñòåïåí³â ç ðàö³îíàëüíèìè ïîêàçíèêàìè, ìàºìî:

,n n n nr t r ta a a +⋅ =  .n n n ns u s ua a a +⋅ =
ßê â³äîìî, ñóìîþ ä³éñíèõ ÷èñåë α ³ β íàçèâàþòü òàêå ä³éñíå ÷èñëî γ, ÿêå

ïðè áóäü-ÿêîìó ö³ëîìó íåâ³ä�ºìíîìó n çàäîâîëüíÿº íåð³âí³ñòü
r

n
 + t

n
 < γ < s

n
 + u

n
.

Ìîæíà äîâåñòè, ùî òàêå ÷èñëî ³ñíóº ³ ïðè òîìó ëèøå îäíå. Îáìåæèìîñü
òèì, ùî ïîêàæåìî, ÿê öå îçíà÷åííÿ ñóìè äàº çìîãó çíàõîäèòè ¿¿ íàáëèæåíå
çíà÷åííÿ ç áóäü-ÿêîþ òî÷í³ñòþ.

Íåõàé α = 2,37456813 �, β = 3,15217891 �. Òîä³
r

1
 + t

1
 = 5,4 < α + β < 5,6 = s

1
 + u

1
;

r
2
 + t

2
 = 5,52 < α + β < 5,54 = s

2
 + u

2
;

r
3
 + t

3
 = 5,526 < α + β < 5,528 = s

3
 + u

3
;

r
4
 + t

4
 = 5,5266 < α + β < 5,5268 = s

4
 + u

4
;

r
5
 + t

5
 = 5,52673 < α + β < 5,52675 = s

5
 + u

5
;

Ïîêàçíèêîâà òà ëîãàðèôì³÷íà ôóíêö³¿
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...
Îòæå, ìîæíà íàïèñàòè ï�ÿòü çíàê³â ï³ñëÿ êîìè äëÿ ñóìè

α + β = 5,52674 ± 0,00001.
Ïîçíà÷àþ÷è ÷åðåç p

n
 ³ q

n
 äåñÿòêîâ³ íàáëèæåííÿ ÷èñëà α + β â³äïîâ³äíî

ç íåäîñòà÷åþ òà íàäëèøêîì, ó ðîçãëÿíóòîìó ïðèêëàä³ ìàòèìåìî:
p

1
 = 5,5 ≥ 5,4 = r

1
 + t

1
;

p
2
 = 5,52 ≥ 5,52 = r

2
 + t

2
;

p
3
 = 5,526 ≥ 5,526 = r

3
 + t

3
;

p
4
 = 5,5267 ≥ 5,5266 = r

4
 + t

4
;

...
Àíàëîã³÷íî îòðèìàºìî:
q

1
 = 5,6 ≤ 5,6 = s

1
 + u

1
;

q
2
 = 5,53 ≤ 5,54 = s

2
 + u

2
;

q
3
 = 5,527 ≤ 5,528 = s

3
 + u

3
;

q
4
 = 5,5267 ≤ 5,5268 = s

4
 + u

4
;

...
Ðîçãëÿíóòèé ïðèêëàä äàº çìîãó ïðèïóñòèòè, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ òàê³

íåð³âíîñò³:
r

n
 + t

n
 ≤ p

n
 < α + β < q

n
 ≤ s

n
 + u

n
. (1)

Ñïðàâä³, íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî íàáëèæåííÿ p
n
 àáî äîð³âíþº ñóì³ r

n
+ t

n
,

àáî á³ëüøå â³ä íå¿ íà 10�n. Òàê ñàìî íàáëèæåííÿ q
n
 àáî äîð³âíþº ñóì³ s

n
+ u

n
,

àáî ìåíøå â³ä íå¿ íà 10�n.
Ç íåð³âíîñòåé (1) âèïëèâàº:

.n n n n n nr t p q s ua a a a a+ +α+β≤ < < ≤ (2)

²ç âëàñòèâîñòåé ñòåïåí³â ç ðàö³îíàëüíèìè ïîêàçíèêàìè  ³ âëàñòèâîñòåé
íåð³âíîñòåé âèïëèâàº, ùî

n n n nr t s ua a a a a aα β⋅ < ⋅ < ⋅
àáî

.n n n nr t s ua a a a
+ +α β< ⋅ < (3)

Ïîð³âíþþ÷è íåð³âíîñò³ (2) ³ (3) òà âðàõîâóþ÷è ºäèí³ñòü ñòåïåíÿ ç ³ððàö³-

îíàëüíèì ïîêàçíèêîì, îòðèìàºìî: .a a aα β α+β⋅ =  n
Ïðè îá´ðóíòóâàíí³ ³íøèõ âëàñòèâîñòåé ñòåïåíÿ ç ³ððàö³îíàëüíèì ïîêàç-

íèêîì òàêîæ âèêîðèñòîâóþòü ³äåþ íàáëèæåííÿ éîãî çà äîïîìîãîþ ñòåïåí³â
ç ðàö³îíàëüíèìè ïîêàçíèêàìè.

Äàë³ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî âëàñòèâîñò³ ñòåïåí³â äëÿ äîâ³ëüíèõ ä³é-
ñíèõ ïîêàçíèê³â. Çîêðåìà, âîíè ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè ïðè ïåðå-
òâîðåíí³ âèðàç³â, ùî ì³ñòÿòü ñòåïåí³.

Ï ð è ê ë à ä  1

Îá÷èñëèòè íàáëèæåíî: 1) 35 ;−  2) ( ) 3
1 .
5

−

§ 1. Ïîêàçíèêîâà ôóíêö³ÿ
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o 1) 3

3

1 15 0,062;
16,25

− = ≈ ≈  2) ( ) ( )
3

31 31 5 5 16,2.
5

− −−= = ≈  n

Äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ñòåïåíÿ áóëî âèêîðèñòàíî êàëüêó-
ëÿòîð.

Ï ð è ê ë à ä  2
Ñïðîñòèòè âèðàç ³ îá÷èñëèòè éîãî çíà÷åííÿ (ó ðàç³ íåîáõ³äíîñò³

ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ êàëüêóëÿòîðîì):

1)
( )
( )

2

2

2 3
;

3
2) ( )3 5

3 51 2 ;
2

⋅ 3) ( )1 3
1 35 .

+
−

o 1)
( )
( )

( )
( )

22

2

2

2 3 2 3
2 2,67;

33

 
 = = ≈
 
 

2) ( ) ( )3 5 3 5
3 5 3 51 12 2 1 1;

2 2
⋅ = ⋅ = =

3) ( )1 3
1 3 (1 3)(1 3) 1 3 2 15 5 5 5 .

25

+
− − + − −= = = =  n

Ïðè ââåäåíí³ ñòåïåíÿ ç ³ððàö³îíàëüíèì ïîêàçíèêîì äëÿ îêðåìèõ
ïðèêëàä³â ìè áóäóâàëè çðîñòàþ÷ó ³ ñïàäíó ïîñë³äîâíîñò³, ùî ïðÿìó-
þòü äî ïåâíîãî ÷èñëà. Öå ÷èñëî áóëî âçÿòî ÿê çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíîãî
ñòåïåíÿ. Òàê³ ïðèêëàäè, ìàòåìàòè÷íèé äîñâ³ä òà ³íòó¿ö³ÿ äàëè çìîãó
ñôîðìóëþâàòè çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ñòåïåíÿ.

²íøèé ï³äõ³ä äî îçíà÷åííÿ ñòåïåíÿ ç ³ððàö³îíàëüíèì ïîêàçíèêîì
ïîâ�ÿçàíèé ç âèêîðèñòàííÿì ïîíÿòòÿ ãðàíèö³ ïîñë³äîâíîñò³, ÿêå ìè
âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ó ïîäàëüøèõ ðîçä³ëàõ êóðñó.

Íàãàäàºìî, ùî íåñê³í÷åíí³ ïîñë³äîâíîñò³ � ôóíêö³¿, çàäàí³ íà
ìíîæèí³ ¥ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ôàêòè÷íî ç ïîíÿòòÿì ãðàíèö³ ïîñë³-
äîâíîñò³ ìè îçíàéîìèëèñü ðàí³øå. Òàê, ñóìà íåñê³í÷åííî¿ ñïàäíî¿
ãåîìåòðè÷íî¿ ïðîãðåñ³¿ âèçíà÷àëàñü ÿê ÷èñëî, äî ÿêîãî ïðÿìóº ñóìà ¿¿
ïåðøèõ n ÷ëåí³â.

Ðîçãëÿäàþ÷è ó ï. 1.1 (ðîçä³ë ²) ïîñë³äîâíîñò³ õ
0
, õ

1
, õ

2
, õ

3
, ..., õ

n
...

³
0 1 2 3, , , ,..., ...nx x x x x′ ′ ′ ′ ′  äåñÿòêîâèõ íàáëèæåíü ä³éñíîãî ÷èñëà õ ç íåäî-

Ïîêàçíèêîâà òà ëîãàðèôì³÷íà ôóíêö³¿
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ñòà÷åþ ³ íàäëèøêîì, ìè ä³éøëè âèñíîâêó, ùî ìîäóë³ ð³çíèöü ,nx x−

nx x′−  ìîæóòü áóòè ÿê çàâãîäíî ìàëèìè ÷èñëàìè ïðè äîñòàòíüî

âåëèêîìó n. Öåé ïðèêëàä ï³äêàçóº ³äåþ âèçíà÷åííÿ ãðàíèö³ ïîñë³-
äîâíîñò³.

Ñïî÷àòêó ïîÿñíèìî öþ ³äåþ íà ïðèêëàäàõ. Îá÷èñëèìî ÷ëåíè ïî-

ñë³äîâíîñòåé {a
n
} ³ {b

n
}, äå 1 ,na

n
=  2 1

1n
nb
n

+=
+

 äëÿ n = 1, 2, 3, ..., 9,

10, 100, 1000. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü âíåñåìî ó òàáëèöþ.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 100 1000

à
ï

1,0 0,50 0,333 0,25 0,20 0,1670,143 0,1250,111 0,10 0,01 0,001

bn 1,5 1,67 1,75 1,80 1,83 1,86 1,88 1,89 1,90 1,91 1,99 1,999

Òàêèì ÷èíîì, ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ï ÷ëåíè ïîñë³äîâíîñò³ {a
n
}

áëèçüê³ äî 0, à ÷ëåíè {b
n
} � äî 2. Êîæí³é ç íàáëèæåíèõ ð³âíîñòåé

a
n

≈ 0, b
n

≈ 2 ìîæíà çàáåçïå÷èòè äîâ³ëüíó íàïåðåä çàäàíó òî÷í³ñòü,
ÿêùî çíà÷åííÿ ï âçÿòè äîñòàòíüî âåëèêèìè. Ïåðåêîíàºìîñÿ ó öüî-
ìó. Òàê, ùîá íàáëèæåíà ð³âí³ñòü b

n
≈ 2 âèêîíóâàëàñÿ ç òî÷í³ñòþ äî

0,01, òîáòî ùîá 2 1 12 2 0,01,
1 1n

nb
n n

+− = − = <
+ +

 äîñòàòíüî âçÿòè

ï > 99. Àíàëîã³÷í³ ì³ðêóâàííÿ ïðàâèëüí³ òàêîæ äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ {a
n
}.

×èñëî à íàçèâàþòü ãðàíèöåþ ïîñë³äîâíîñò³ {a
n
} ïðè ,n → ∞

ÿêùî íàáëèæåí³é ð³âíîñò³ a
n ≈≈≈≈≈ à ìîæíà çàáåçïå÷èòè äîâ³-

ëüíó íàïåðåä çàäàíó òî÷í³ñòü äëÿ âñ³õ äîñòàòíüî âåëèêèõ
çíà÷åíü ï.

Ñèìâîë³÷íî öå çàïèñóþòü òàê: lim .n
n

a a
→∞

=  Äëÿ ðîçãëÿíóòèõ ïðè-

êëàä³â ìàºìî:

1lim 0,
n n→∞

=  
2 1lim 2.

1n

n
n→∞

+ =
+

Ïîñë³äîâíîñò³, ùî ìàþòü ãðàíèöþ ïðè ,n → ∞  íàçèâàþòü çá³æíèìè.
Çä³ñíþþ÷è ì³ðêóâàííÿ, àíàëîã³÷í³ òèì, ÿê³ áóëè âèêîíàí³ äëÿ ïîñë³äîâ-

íîñòåé {an} ³ {bn}, òà áåðó÷è äî óâàãè, íàâåäåí³ ó ï. 1.1 (ðîçä³ë ²), ïåðåêîíàº-
ìîñü, ùî ÿêùî {rn} ³ {sn} � ïîñë³äîâíîñò³ äåñÿòêîâèõ íàáëèæåíü ÷èñëà õ

ç íåäîñòà÷åþ ³ íàäëèøêîì, òî lim ,n
n

r x
→ ∞

=  lim ,n
n

s x
→ ∞

=  òîáòî íàáëèæåíèì ð³-

âíîñòÿì ,nx r≈  nx s≈  ìîæíà çàáåçïå÷èòè äîâ³ëüíó íàïåðåä çàäàíó òî÷í³ñòü.
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